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Formulas elementales

e Teniendo en cuenta las definiciones:

cANB = —l(—lA\/—IB)
& A — B = —lA \V4 B
oA B==(-(-AV B)V-(=-BVA))
Vo A=—-dx -A
sblo hacen falta: “—", “V”y “J".
e Sea una I una teoria de primer orden.

e Una férmula A de L(T') es elemental sii:

~ Es una férmula atomica, o
< es de la forma 3z B, donde B es cualquier formula de L(T).

e Nota: en logica proposicional, los simbolos de proposicion son las
formulas elementales.
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Valoraciones

e Una valoracion para 1" es un aplicacion, v, tal que a toda férmula A
de L(T') le hace corresponder un valor (VV 6 F') denotado v(A).

o v(A) se define de la forma siguiente:

o Si A es una férmula elemental, v( A) se fija arbitrariamente.

> Si A es una férmula no elemental (tiene que ser =B, 6 B V C):
tablas de verdad de las conectivas.

v(B)|v(C) v(=B)|v(BVC)
Vv Vv F V
Vv F F Vv
F Vv Vv Vv
F F | Vv F

e Una valoracion no es una estructura.
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Consecuencia tautoldgica y Teorema de tautologia

e Una formula B es consecuencia tautologica de las féormulas
Ay, ..., Ay sii para toda valoracion v tal que

V(A1) =---=v(Ap) =V secumple que v(B) = V.

e Una formula B es tautologia sii es consecuencia tautologica del
conjunto vacio de féormulas, es decir, sii para toda valoracion v se
cumple que v(B) = V.

e Teorema de tautologia:

> (1% forma, Post) Para toda teoria de primer orden 1"
Si B es consecuencia tautolégicade Ay, ..., Ay y
THAq,...,TFHA,entoncesT - B.
(si B es consecuencia tautologica de teoremas, entonces B es
teorema).

o~ (2% forma) Si B es tautologia, entonces 1"+ B.
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Otra definicion de teorema

e El teorema de Tautologia se puede utilizar para reemplazar
aplicaciones de axiomas proposicionales y las reglas de expansion,
contraccién, asociativa y de corte.

e Dicho de otra forma, podemos dar una definicion inductiva de los
teoremas de una teoria 7', de la forma siguiente:

(a) Todo axioma de sustitucion, identidad, igualdad o no Iégico es
un teorema de 1.

(b) Si Ay,..., Ay (n>0)sonteoremasde T’y B es
consecuencia tautolégica de A1, ..., A, entonces B es
teorema de 1.

(c) Si A esunteoremade 1"y B se puede inferir de A por la regla
de introducciéon del 4, entonces B es teorema de 7'

(d) Solo son teoremas las férmulas definidas por (a), (b) o (c).
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Reglas de definicion de conectivas y cuantificadores

Para toda teoria de primer orden 1"

e Definicion de A:
SiTH AN BentoncesT I —(—AV —B)

e Definicion de —:
SiTHA— BentoncesT +--AV B

e Definicion de <
SiTHA<« BentoncesT (A — B)A(B— A)
SiTHA <« BentoncesT - —(=(—AV B)V =(=BV A))

e Definicion de V:
SiTkF Ve Aentonces T + —dx —A
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Reglas de inferencia derivadas

Para toda teoria de primer orden 1"
e Regla Conmutativa: Si7T - AV BentoncesT F BV A
e Regla Modus Ponens: SiT' - Ay 1T'H A — BentoncesT - B
e Regla del Producto: SiT'H Ay T'F BentoncesT - AANB
e Regla de Simplificacion:
SiTHAANBentoncesT - A (ytambién T + B)

e Regla de Doble Negacidn:
SiThF —-—AentoncesT + A
SiTF AentoncesT F ——A

e Regla Distributiva:
SiTHAV(BAC)entoncesT F (AV B) A ( )
SiTHAAN(BVC)entoncesTH(ANB)V(AANC)
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Otras reglas de inferencia derivadas

Para toda teoria de primer orden 1"

e Regla de Contraposicion:
SiTTHA — BentoncesT B — —A

e Regla de Silogismo:
SSITHFA—-ByTFB—CentoncesT HA—C

e Regla de Modus Tollens:
SiTHA— By TF-BentoncesT F—-A

e Regla de Casos:
SSITHFAVByYyTFHFA—CyTFHB— CentoncesT -C

e Regla de Reduccién al Absurdo:
SiITHFA—-CyTFA— —CentoncesT +—-A
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Teorema de Introducion del Cuantificador Universal

e Para toda teoria de primer orden 1"
SiTHA— Byxznoestalibreen AentoncesT - A — Vax B

e Demostracion:
1. THA— B Hipétesis.

2.TH-B — —A Consecuencia tautologica de 1

(o R. Contraposicion en 1).
3.7+ dxr =B — —A Regla de introduccion del 3 en 2.
4. T+ A — —dxz —~B Consecuencia tautoldgica de 3.
5 THA—-Vx B Definicion de V en 4.
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Regla de Generalizacion

e Para toda teoria de primer orden 1"
SiThH AentoncesT +Vx A

e Demostracion:
1. THA Hipétesis.
22.THF-=-Vr AV A R. de Expansién en 1.
(o consecuencia tautologica de 1).
3.THF-VrA— A R. Definicion de — en 2.
4. TF—-Vr A— Vo A Reglade introduccion del V en 3.
5T F—=—=Vxr AV Vx A R. Definicion de — en 4.
6. THFVYr AvVxr A R. Doble negacion en 5.
7. TEVYx A R. de Contraccion en 6.
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Regla de sustitucion

e Para toda teoria de primer orden 1"
SiTF Ay A’ es unainstancia de A entonces 7' - A’

e Recordatorio: una instancia de A’ se obtiene sustituyendo todas
las ocurrencias libres de alguna(s) o todas las variables de A por
términos cualesquiera.
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Regla de sustitucion: demostracion

e Demostracion:

1" caso: Si A’ es Az[a| (se sustituyen todas las ocurrencias libres
de una variable, x, en este caso, por un término cualquiera a).

1. THA Hipétesis.

2.THVz A Regla de generalizacion 1.
3.7 F —dx -A Definicién de V en 2.

4. T F —=Azla] — dx = A Axioma de sustitucion.

5. T F = = Azlal R. Modus Tollens de 3 y 4.
6. T+ Azlal R. Doble negacion de 5.
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Regla de sustitucion: demostracion (cont.)

e 20 caso: Si A’ es Ay 29,2101, G2, . . ., Gp) (Sust. simultaneas)

e Sean Y1, Yo, . . ., yp, variables que no aparecen en A nien A’
Aplicando la primera parte n veces llegamos a

T I_ Aazl,azg,...,xn[yla y27 R 7yn]
e Volviéndola a aplicar n veces en la forma:
SiT - Agy xo,..xnU15 Y2, - - - Yn] entonces

I+ (Aajlaan---axn[yla Yz, . .. 7yn])y1 [al]’
y escribiendo ésta ultima férmula como:

T+ Axl,xg,...,xn[@la Y2, . .- 7yn]’

se llega a:
T+ Aajl,xg,...,a:n ai,a,...,Yn
1 I_ Axl,xg,...,xn _a'la ag, . .. ,CLn_
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Teorema de sustitucion

(a) T'F Agy wo..aplar, a9, ..., ap) — 321 329 - - F2p A

(b> T'-VoyVrg - Vo, A — Axl,xg,...,xn[ala az, - . . 7a'n]
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Regla de distribucion

e Para toda teoria de primer orden 1"
SiTHA— BentoncesT' Hdr A— dx By
T'EVYr A—Vx B
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Teorema del Cierre

o Definicion: A’ es el cierre de A si A’ tiene la forma:
VaxiVxy - - -Va,Adonde 1,9 - - - xy son todas las variables
libres de A en orden alfabético.

o Teorema del cierre: T+ A siysélosi T+ A’
e Demostracion:

() 1. THA Hipotesis.

2. TH A Regla de generalizacion 1 (aplicada n veces).
(b) 1. T+ A Hipotesis.

2. T+ A" — A Teorema de sustitucion.

3.THA R. Modus Ponensde 1y 2

(o consecuencia tautologica de 1y 2).

e Corolario del teorema del cierre: A es valida en una estructura M
siy sélo si A’ es valida en M.

Teoremas
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El Teorema de la Deduccion

e Teorema de la Deduccion
Para toda teoria de primer orden 1"
Si A es una férmula cerrada, y B una férmula cualquiera entonces:

THA— B siysolosi TIA|- B

e Corolario del Teorema de la Deduccion:

Sean Ay, ..., Ay formulas cerradas de 7.

Entonces, para toda formula 5 de 1"
THA —---— A, — BsiysblosiT|Ay,...,Ay]F B
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Teorema sobre constantes

e Sea T una teoria de primer orden. Sea 7" otra teoria de primer
orden obtenida de I’ por la adicién de nuevas constantes, pero no
nuevos axiomas. Para toda formula A de T’y todo conjunto de

constantes nuevas distintas e¢1, e9, . . ., e, Se cumple que:
e Demostracion (sélo si):

1. THA Hipotesis.

2.T'F A Monotonia.

3.7 v Ay, ao. €1, €9, ..., en] Regla de sustitucién en 2.
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Teorema sobre constantes (cont.): demostracion (si)

o SiT' - Ay 2o, m,le1, €9, ..., €n), tomemos una demostracion
D de A:m,xg,...,xn[ela €9, ...,enlen T

e Elijamos n variables y1, 19, . . . , yn, que no figurenen D, y
sustituyamos en D las constantes eq, €9, . . ., €5, por las variables
y17y27 c e 7yn'

e Los axiomas no l6gicos no son afectados por este cambio, por
hipotesis, y los axiomas logicos, y las aplicaciones de reglas logicas
que aparecen en ), se convierten en axiomas légicos del mismo
tipo, y en aplicaciones de las mismas reglas ldgicas.

e Por tanto, la nueva demostracion prueba:

T |_ Axl,xg,...,:cn[yla y27 cc 7yn]
e Aplicando ahora la regla de sustitucion obtenemos: 7'+ A.
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Teorema de equivalencia

o Sea A’ la formula obtenida de A reemplazando ciertas
By, By, ..., By, por, respectivamente, B1, B, ..., B},

Si
Tk B+ B
T+ By < B)

T+ B, < B,
entonces
THA— A
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Teorema de la variante y Teorema de simetria
e Teorema de la variante:

Si A’ es una variante de A entonces T+ A « A’

e Teorema de simetria:

THa=b+—b=a
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Teorema de la Reduccion

e Teorema de la reduccion:

~ Sea | un conjunto de n férmulas de la teoria de primer orden 1,

y
> sea A una formula de L(T).

Entonces:
A es unteorema de T'|I'] siy sélo si en T" hay un teorema de la
forma

By—By—---— B, — A

donde cada B; es el cierre una férmula de I’
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Teoria Inconsistente: Definicion

e Una teoria T’ es inconsistente si y sélo para toda formula A de T°
se cumple que 7'+ A.

e Otras condiciones equivalentes:

» Una teoria I' es inconsistente si y sélo si existe una formula B
tal que simultaneamente 7' - By 1T+ —-B

o Una teoria I" es inconsistente si y sélo si no tiene ningln modelo.
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Teorema de Reduccion para Consistencia

e Sea " un conjunto no vacio de férmulas de la teoria de primer
orden 1.

o T'|I'] es inconsistente si y solo si en 1" hay un teorema de la forma:
—B1V-ByV.--V B,
donde cada B; es el cierre de una formula BY de I, y todas las
formulas By son distintas entre sf.

e Corolario del Teorema de Reduccidn para Consistencia
Sea A el cierre de A°. Entonces:
T A° siysolosi T|—A] es inconsistente.
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