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Lenguajes de primer orden

e La l6gica (de primer orden) es un lenguaje para representar afirmaciones (o
enunciados).

e Un lenguaje se define a partir de un conjunto de simbolos y unas reglas de
combinacion de simbolos.

e El conjunto de estos simbolos recibe el nombre de alfabeto.

Logica Formal




Alfabeto de un lenguaje de primer orden

e Simbolos de constante: a, b, ¢, . . .

e Simbolos NO légicos | e Simbolos de funcién: f, g, h, . . .

e Simbolos légicos

e Simbolos de predicado: P, ¢, T, . . .
e Predicado binario de igualdad: =
e Simbolos de variable: X, Y, 2, . . .

e Negacion: —

e Disyuncion: V

e Conectivas logicas { e Conjuncion: /\

e Implicacién: —
e Equivalencia: <~

e Existencial: 3

Cuantificadores
* e Universal: V

Logica Formal




Términos

e Los términos son (todas las) expresiones del lenguaje con las que se pueden
designar individuos.

e Un término se define inductivamente de la forma siguiente:

~ Todo simbolo de constante es un término.

~ Todo simbolo de variable es un término.

~Sity,...,Llp sontérminosy f un simbolo de funcién (cualquiera) 11—ario,
entonces f (%1, ..., %) esun término.

<~ No hay mas términos que los definidos por los puntos anteriores.

Logica Formal




Formula atomica

e Sitl{,..., 1y sontérminosy P un simbolo de predicado Nn—ario, entonces
p(t1,...,tn) esunaférmula atdmica.

e Es decir, un simbolo de predicado aplicado a términos.

« Representa una afirmacion sobre los individuos representados por t1, . . . , Ip,
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Formulas

e Se pueden definir inductivamente de la forma siguiente:

< Toda férmula atomica es una formula.
o Si A es una formula y I una variable (cualquiera) entonces (Vx A) y
(E|:C A) son férmulas.

~ Si A es una férmula entonces (—IA) es una formula.

> Si Ay B son formulas entonces (A A B), (AV B), (A — B)y
(A — B) son férmulas.
o No hay mas férmulas que las definidas por los puntos anteriores.

o Denotaremos férmulas genéricas con: A, B, C ...

e Precedencia (a igual precedencia “se agrupan” de izquierda a derecha):

onivel 1: =V
o nivel 2: AV

o nivel 3;: — <«
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Ambito de un cuantificador

e El ambito de un cuantificador es la parte de una férmula a la que afecta el
cuantificador.

o El ambito de un cuantificador V& (resp. 3x) en una formula V& F’ (resp.
dx F') es F'. Es decir, la (sub)férmula a la que afecta.

e El ambito de un cuantificador es la férmula mas pequena que viene a
continuacion del cuantificador.

e El ambito de un cuantificador es la férmula que hay justo debajo de la ocurrencia
mas baja de dicho cuantificador en el arbol sintactico de la formula.

e Ejemplos:
> Endx p(x), el ambito de Iz es p(x).
cEnVx p(x,y) A q(x), el ambito de Vr es p(, y).
cEnVz (p(x,y) A q(x)), el ambito de Vr es p(z, y) A q(x).
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Ambito de un cuantificador: Ejemplos (cont.)

« Endz Jy p(x,y)
> el ambito de Jx es Jy p(x, y).
> El ambito de 1y es p(x, ).

« Endx q(x) VVy p(z,y) Ar(y)

> el ambito de Jx es ().
o El ambito de V1 es p(az, y)
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Variables libres y ligadas

e Una ocurrencia de una variable ' en una férmula esta ligada si esta en el ambito
de un cuantificador de la forma V. o 3.

e Cualquier otra ocurrencia de la variable esta libre.
e Una formula que no tiene ocurrencias de variables libres es una férmula cerrada.
e Una formula que tiene alguna ocurrencia de variable libre es una formula abierta.
e Ejemplos:

o Endx p(a:) la ocurrencia de la variable X esta ligada.

o Endzx p(:E, y) la ocurrencia de la variable X esta ligada mientras que la
ocurrencia de la variable Y esta libre.

o En p(x, y) la ocurrencia de la variable X esta libre y la ocurrencia de la
variable Y esta libre.

o EnVx p(m, y) A q(x) la primera ocurrencia de la variable X est4 ligada
mientras que la segunda ocurrencia de la variable 2 esta libre. La (Unica)
ocurrencia de la variable Y esta libre.
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Variables libres y ligadas: Ejemplos (cont.)

e EnVx (p(:U, y) A q(x)) las dos ocurrencias de la variable 2 estan ligadas
mientras que la ocurrencia de la variable Y esta libre.

o En Jz Jy p(x, y) la ocurrencia de la variable  esta ligada y la ocurrencia de
la variable Y esta también ligada.

« Endz g(x) V Yy p(x,y) A r(y), 1a primera ocurrencia de & esta ligada.
La segunda ocurrencia esta libre. La primera ocurrencia de U esta ligada. La
segunda ocurrencia esta libre.
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Sustitucion de variables

e Dada una férmula denotata por A, la expresion Ax [t] denota la férmula
obtenida al sustituir todas las ocurrencias libres de la variable  en A por el
término T (por el que es sustituible).

e EJEMPLO:

Si A denota a la férmula p(x) entonces
Ay|b| denota a la formula p(b).

e En general, A$1,---,£I?n [tl, Ce tn], donde las sustituciones son simultaneas.

o EJEMPLO: Si A denota a p(l’, y) entonces
Az ylf(y), a] denota p(f(y), a) yno p(f(a), a).
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Sustitucion de variables: Ejemplo

A Sustitucion Resultado

Aylf(2)] | Fz plz, f(2)
A

2)) Ayl (b
q(z, 2) A:C,y[aa

)
bl| pla,b)Vq(a,z)
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Variables sustituibles

e En general, si sustituyo una variable & por un término ¢ en una férmula, la
afirmacién que hacia la formula sobre X, ahora la hace sobre , pero no siempre
ocurre esto.

e EJEMPLO: dy & = 2 * ¥ dice “T es par”

Sustituyendo X por Y se cambia el significado:
Jy y = 2 x y dice “existe un nimero que es el doble de si mismo”

e sustituyendo  por 2 + 1, se dice de 2 + 1 lo mismo que se decia de :
Ely z2+1=2% Yy dice “z + 1 es par” (o sea, “z es impar”)

e sustituyendo Z por & + 1, se dice de  + 1 lo mismo que se decia de Z:
Hy r+1=2x Y dice “T + 1 es par” (o sea, “T es impar”)
(jno hay ninguna relacion con la X de antes!)
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Variable sustituible: Definicion

e Una variable & es sustituible por un término ¢ en una férmula Asi ninguna

ocurrencia de alguna variable Z que aparece libre en el término T queda ligada al
hacer la sustitucién.

e Ejemplos:
A= (Jzplx,2) Aqly))

o Sit = f(z) entonces & NO es sustituible por £ en A.
o Sit = f(y) entonces X ES sustituible por  en A.
> Sit = f(x), entonces  ES sustituible por  en A.
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Variable sustituible: (otra) definicidon

e Una variable & es sustituible por un término ¢ en una férmula Asi para toda
ocurrencia de variable 2 que aparece libre en el término ¢ no hay ninguna
subférmula de A de laforma Vz B o Jz B tal que B contenga una
ocurrencia libre de la variable .

e Razon: si B contiene una ocurrencia libre de la variable &, entonces I se
sustituird por T y la ocurrencia libre de z dejara de ser libre (e.d. quedard ligada).

e Ejemplos:
A= 3z plz,2) Aqly))
B = p(x, 2)

o 8Sit = f(z) entonces & NO es sustituible por £ en A.
o 8Sit = f(y) entonces X ES sustituible por £ en A.
o Sit = f(aj) entonces X ES sustituible por  en A.
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Significado de las férmulas

e Las formulas de un lenguaje de primer orden L representan afirmaciones o
enunciados,

e los cuales podran ser verdaderos o falsos.

o Para determinar si una férmula de L es verdadera o falsa, hay que asignarle un
significado:

o Asignar significado a los simbolos no l6gicos del lenguaje: simbolos de
constante, simbolos de funcidén y simbolos de predicado (excepto =).

< Fijar un dominio o universo de discurso.
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Definicion de estructura

e Dado un lenguaje de primer orden L, una estructura M para L consta de:

> Un dominio (o universo) | M |.
Conjunto no vacio de individuos.

< Significado de los simbolos de constante:
a cada simbolo de constante, @ € L se le asigna un individuo 1 € | M |.
Notacion: M (a) = m.

o Significado de los simbolos de funcién:
A cada simbolo de funcion 11—ario f de L se le asigna una funcién concreta
fM (de la misma aridad).

< Significado de los simbolos de predicado:

a cada predicado M-ario P de L sele asigna un predicado concreto P ) s (de
la misma aridad).
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Significado de los términos (sin variables)

« El significado de un término es un individuo concreto del dominio | M |:

> El significado de un simbolo de constante @ € L es el individuo m € | M |
que le asigna la estructura M .

M(a) = m.
OM(f(tl,...,tn)) :fM(M(tl)a'“?M(tn))
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Significado de las formulas atomicas (sin variables libres)

e Es un valor de verdad { V, F'} que le corresponde seguin la estructura M .

o M(t; =t9) = Vsiysolosi M(t1) = M(to).
> Para los simbolos de predicado P 1—arios distintos de la igualdad:

M(p(ty, ... tn)) = par(M(ty), ..., M(ty))
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Significado de las férmulas (cerradas) cuantificadas

e Sea L un lenguaje de primer orden y M una estructura para L.

19

e SeanC{,(C9, ..., C;, ...simbolos de constante distintos (que no aparecen en

L): son los nombres de todos los individuos del dominio | M |.
» Hay s6lo un simbolo de constante ¢; para cada individuo del dominio | M |.

e Sea ,C(M) el lenguaje obtenido al afadir a L los simbolos de constante
C1,C2y...,Cqy.. ..

e La estructura M se amplia a ,C(M) asignando a cada nombre de individuo, el

individuo al que nombra. Es decir, M(CZ) es el individuo al que nombra ;.
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Significado de las férmulas (cerradas) cuantificadas

e M(Vx A) =V si M(Ay|c;]) = V paratodo nombre de individuo
C; € E(M)

M (Vx A) = F enotro caso.

e M(Jx A) =V si M(Az|c;]) = V para algiin nombre de individuo
C; € £<M>

M (dx A) = F enotro caso.
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Significado de férmulas (cerradas) con conectivas

M(A)| M(B)| M(AAB)|M(AV B)|M(A — B)|M(A < B)
VoV 1% 1% 1% 1%
vV | F F 1% F F
F Vv F % 1% F
F | F F F 1% 1%
M(A) M (—A)
1% F
F 1%
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Funciones de Verdad

Una funcion de verdad es una funcién que va del conjunto de los valores de verdad
{V, F} al mismo conjunto, y que determina el significado de una conectiva.

e Sigh(V, V)=V

Logica Formal




23

Significado de férmulas cerradas (sin variables libres)

Sea L un lenguaje de primer orden y M una estructura para L.

e M(=A) = Sig-(M(A))
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Definicion: M-Instancia

o Dada una férmula A de un lenguaje de primer orden L y una estructura M para
L, una M -instancia de A es toda férmula (cerrada) obtenida sustituyendo todas
las ocurrencias libres de variables de A por nombres de individuos de £(M ).

e Es decir, toda formula cerrada de la forma Axl;---,ﬂ?n [Cl, Ceey Cn], siendo
x{,...,Xn todas las variables libres de Ay C1,C9,...,C;,...nombres
de individuos (los individuos son elementos de | M |).

e Ejemplo:
Formula: Vo p(x,y, 2)
M -instancias: Vx p(x, c1,c1), Vo p(x, cq, ), ...
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Definicion: validez de una formula en una estructura

e Dada una formula A de un lenguaje de primer orden L y una estructura M

para E, se dice que A es validaen M si para toda M -instancia de A, A/ se
tiene que M(A/) =V.

e Se denota:
MEA

e En particular si la férmula A es cerrada (no tiene variables libres), A es vélida
en M si M(A) =V, puesto que la tnica M -instancia de A es ella misma.
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Modelo - Formula satisfacible

Sea A una formula de un lenguaje de primer orden Z y M una estructura para L.

o Si A es validaen M, se dice que M es un modelo de A:
MEA

o A es satisfacible si tiene algun modelo.

o A es insatisfacible si no tiene ningtin modelo.
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Nomenclatura

o Sea A una férmula de un lenguaje de primer orden L y M una estructura para

L.

e Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o A esvalidaen M.

o M valida ala férmula A.

o M es un modelo de la formula A.
o M satisface a la formula A.

e Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o A no es validaen M.
- Para alguna M -instancia de A, A’ se tiene que M(A/) =

o M es un contramodelo de la formula A.
o M es un contraejemplo de la férmula A
o M no valida a la formula A.

o M no satisface a la formula A.
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Modelos de conjuntos de formulas

Ampliamos la definicion de modelo a conjuntos de formulas:

e Sea [ un conjunto de férmulas de un lenguaje de primer orden L y M una
estructura para L,

e se dice que M es un modelo de I, si M es un modelo de toda formula

AeTl
e Se denota: M ): I’

e Otras definiciones (equivalentes):

o M validaal siy sélo si M valida a toda formula A de I
o Esdecir, M |=T"siysolosiparatoda A € I', M = A.
o Asumiendo I' = { F, ..., Fj, }:

M ): |"siysélosi M |: Fry...yM |: Fi.
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Consecuencia logica

o Una formula A es consecuencia l6gica de un conjunto de férmulas | siy sélo si
todo modelo de [ es también un modelo de A.

e Otras definiciones (equivalentes):

~ Si toda estructura que valida a todas las formulas de [ también valida a la

formula A.
> Si para toda estructura M tal que M = I entonces M = A.
> Suponiendo que I' = { F, ..., F}, }: siparatoda estructura M tal que

M ):Fly...yMFFn,entoncesM ):A.
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Formula (Ibgicamente) valida

o Sea A una férmula de un lenguaje de primer orden L,
o A es (I6gicamente) vélida si es valida en toda estructura M para L.
e Se denota: ): A

e Otras definiciones (equivalentes):

o Aes (I6gicamente) valida si no tiene contramodelos.

o Aes (I6gicamente) valida si es consecuencia logica del conjunto vacio de
formulas.

Logica Formal
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Teoria de Primer Orden

Formalmente, una TEORIA DE PRIMER ORDEN /' consta de:
» Un LENGUAJE DE PRIMER ORDEN, que representaremos como L(T).

o AXIOMAS LOGICOS: son un conjunto de formulas l6gicamente validas (es decir,
vélidas en toda estructura para L (1)).

EJEMPLO: AV A

o AXIOMAS NO LOGICOS: son férmulas, como por ejemplo, las premisas de un
razonamiento (que no es necesario que sean validas), pero que nosotros
tomamos como base para obtener otras férmulas que sean consecuencia légica
de ellas (y de los axiomas ldgicos).

e REGLAS DE INFERENCIA: son reglas que permiten obtener unas férmulas a
partir de otras que ya tenemos (la idea es que estas nuevas formulas obtenidas
sean consecuencia légica de las que ya tenemos).

NOTACION: Una teoria de primer orden con axiomas no l6gicos Al, Cee An

sedenota 1| A1, ..., An|.
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Teoria de Primer Orden Basica T (Shoenfield)

o AXIOMAS LOGICOS:
> AXIOMAS PROPOSICIONALES: —-AV A

> AXIOMAS DE SUSTITUCION: A, [t] — dz A(x)
> AXIOMAS DE IDENTIDAD: & = T

o~ AXIOMAS DE IGUALDAD:

1=y — (x2=y2— (... = (Tn = Yp —
flx, o) = fy, ) )

1=y~ (=m0 — (.. = (@p=yn —
(p<x17°"75€n) —>p(y1,,yn)))))
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Teoria de Primer Orden Basica T (Shoenfield)

REGLAS DE INFERENCIA:

Regla de expansion: Regla de contraccién (idempotencia):
A AV A
BV A A
Regla de asociacion (asociativa): Regla de corte:
AV (BV Q) AV B,-AVC
(AvV B)VvC BvC

Regla de introduccién del cuantificador existencial:

A — B, yxnolibreen B
dz (A — B)
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Ejemplo de Inferencia

o Podemos inferir la formula A — (B — A) de la forma siguiente:

1. -AV A Axioma Proposicional
2. —AV-A Axioma Proposicional
3. AV A Corte 1, 2

4. ~BV (A V —IA) Expansién 3

5. ("BV A)V -A Asociacion 4

0. —|<—|B V A) V (—lB V A) Axioma Proposicional
7.2AV (mBVA) Corte 5, 6

8. A— (B— A) Definicion — 7

o Observacion: Los pasos 1-3 y 5-7 estan basados en la conmutatividad de V.

e Seria mas comodo demostrar dicha conmutatividad de una vez por todas y
utilizarla luego como una regla mas.
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Reglas de Inferencia Derivadas

e A partir de las reglas de inferencia “basicas” anteriores, podemos definir reglas
de inferencia “derivadas”, cuya aplicacion puede verse como la agrupacion en un
solo paso de una secuencia de pasos de una demostracion.

e Ejemplo: Regla conmutativa:

AV B
BV A

e Una aplicacién de la regla conmutativa agrupa los pasos 2 y 3 de:

1.AVEB

2. 7 AV A Axioma Proposicional
3.BVA Corte1,2
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Reglas de Inferencia Derivadas: Modus Ponens

e Ejemplo: regla de inferencia Modus Ponens:
AA— B
B

e Una aplicacién de la regla de inferencia Modus Ponens agrupa los pasos 3y 7 de:

. A— B

N

. AV B Definicion — 1

V' A Expansion 2

V' B Conmutativa 4

V B Corte5, 3
Contraccion 6

1
2
3
4.
D.
0.
7

o e b
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Demostracion (o Prueba) de una Formula:

e Una demostracién (o prueba) de una férmula A en una teoria de primer orden es
una secuencia de formulas del lenguaje de la teoria tal que la Ultima formula de
la secuencia es A, y cada férmula de la secuencia es:

< un axioma légico, o bien
& un axioma no légico, o bien

~ el consecuente de una regla de inferencia cuyos antecedentes son formulas
anteriores en la secuencia.

« Ejemplo: demostracion en T'|p, p — ¢|:

L.p Axioma no légico.
2. p — @ Axioma no légico.
3. ¢ Modus ponens con 1y 2.
e Notacion:
TAq, ..., An| - B representaque B tiene una demostracion en la teoria
con axiomas no légicos A7, . . ., Ap. Ejemplo: T'p, p — q| F q.
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Teorema

e Una formula B es un teorema de la teoria I’ cuyos axiomas no légicos son
Al, Cee Ap, siy solo si B tiene una demostracion en dicha teoria.

e Serepresenta: T'|A1,..., Ap| F B.

o Sila formula B es un teorema de la teoria T, se representa = B.

e Observacion:

> Si A es un teorema entonces = A.
- Si A es un axioma entonces (por definicion) - A.
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Modelo de una Teoria de Primer Orden

e Sea 1" una teoria de primer orden cuyos axiomas no légicos son Al, Cee Ap.

o Sea M una estructura para el lenguaje L(7"), entonces:

o M es un MODELO de dicha teoria siy sélo si M es un modelo de
{Al, Cee An} (de sus axiomas no 16gicos).

- Una FORMULA B es VALIDA en dicha TEORIA si y sélo si la férmula es
valida en todo modelo de la teoria.

* Observacion: Es equivalente a decir que B es consecuencia |6gica de los
axiomas no logicos de la teoria, es decir, de {Al, Cee An}.
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Teorema de la Validez

e Teorema de la Validez:

Si A es teorema de una teoria de primer orden entonces es consecuencia logica
de sus axiomas no logicos:

o~ Cada teorema de la teoria es valido en la teoria.

~SiT F A entonces T’ ): A

e {Si se puede demostrar una férmula en una teoria, entonces la férmula es valida
en la teorial.

e Por contraposicion: si una férmula no es valida en una teoria, entonces no es
teorema de dicha teoria.
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Teorema de Completud: Enunciado

e Teorema de Completud:

o Siuna formula es valida en una teoria, entonces es un teorema de dicha
teoria.

-SiT = Aentonces T' - A.

o Sila férmula A es consecuencia |6gica de los axiomas no l6gicos de una
teoria, entonces A es teorema de dicha teoria.

Logica Formal




42

Demostracidon del Teorema de la Validez (Esquema)

e Demostracion por induccion, con el siguiente esquema:

1. Demostrar que los axiomas logicos son formulas I6gicamente validas.

2. Demostrar que para cada una de las reglas de inferencia se cumple que la
formula consecuente de la regla de inferencia es consecuencia logica de las

formulas antecedentes de la regla.
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Lema: Validez de los Axiomas

e Los axiomas logicos son férmulas I6gicamente validas.
- Si A es axioma l6gico entonces |: A

e Demostracion por partes (para cada axioma).
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Validez de los Axiomas de Sustitucion: Demostracion

e Queremos demostrar:
= A,t| — dx A(x)
e Lo escribimos como:

Para toda estructura M ,

1 Toda M -instancia de A [t] V Fx A es de laforma =A% [t*| V z A,

siendo A; quasi-M -instancia de A (cerrada en todas las variables excepto ).
2 Obien M (—AL|t*]) = V obien M (—AL[t*]) = F.
38 M (—A%tY]) = V entonces M (—AL[t"|V dxAL) = V.
4Si M (—A%L[t*]) = Fentonces M (A [t*]) = V.

5 Sea M (t*) = d € | M|y n el nombre de d. Entonces
M(A%[n]) = M(AL[LY]) = V.
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Validez de los Axiomas de Sustitucion: Demostracion (Cont.)

6 Si (hay un 7 para el que) M (A’.[n]) = V entonces M (dzA) = V.
7SiM(—mALY]) = F= M3zA;) =V =
M (=AY vV JxAL) = V (Silogismo 4, 5, 6).

8 Para toda M -instancia de = A ;. [t] V dx A, ]\4(—IA;I<j [t*] V E|£EA§<3) =V
(Casos 1, 2, 3, 7).
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Lema: Validez de las Reglas

e La formula consecuente de una regla de inferencia es consecuencia légica de las
formulas antecedentes de la regla:

Si

es una regla de inferencia entonces C' es consecuencia Idgica de P, ..., Py
e Ejemplo:

< Enla Regla de Corte:
AV B,-AvC

BvC
BV C es consecuencia logicade AV By—AV C

e Demostracion por partes (para cada regla).
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Validez de la Regla de Corte: Demostracion

Para toda estructura M talque M = AV By M = —-AV C,
Para toda M -instancia B™ \VV C'*:

1 Existen M -instanciasde AV By—AV C, A*V B*y—=A*V C* (conla

mismaA*).
2 M(A*V B*) =V (yague M = AV B).
s M(—A*VC*) =V yaque M E—-AV ().
4 Obien M(A*) =V obien M(A*) = F.
55 M(A*) =V = M(—A") = F = (por3) M(C*) =V =
M(B*VvC*)=V.
6SiM(A*)=F = (por2)y M(B*) =V =M(B*VC*)=V.
T M(B*V C*) =V (Casos 4, 5, 6).
por tanto, M = BV C.
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Lema: Transitividad de las Consecuencias Logicas

e En la demostracidén del Teorema de Validez se utiliza también la siguiente
propiedad (trivial):

o Transitividad de las Consecuencias Logicas:

Si B1, ..., B, son consecuencias légicas de una serie de formulas
A, ..., An y BB es consecuencia légica de 31, . . ., B, entonces B
es consecuencia logica de Al, Ceey Ap.

e Demostracion:

Para toda estructura M talque M = Aq,..., M E Ay,

.M EByj,...,M E Bp,.
2.8iM &= By,...,M = By entonces M = B.
3. M = B (Modus Ponens 1,2).
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Teorema de la Validez: Enunciado

e Teorema de la Validez:

Si A es teorema de una teoria de primer orden entonces es consecuencia logica
de sus axiomas no légicos:

o~ Cada teorema de la teoria es valido en la teoria.

-SiT F AentoncesT = A
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Teorema de la Validez: Demostracion por Induccién

Por induccion sobre la demostracionde 1| A1, ..., Am| F A.
Sea 1, ..., By, dicha demostracion.
e Base:

Si 31 es la primera férmula de la demostracién entonces es consecuencia légica

deAl,...,Am.

1. Bl s6lo puede ser un axioma ldégico o no logico.
2. Si B1 es axioma légico, |: B (validez de los Axiomas).

3. Si ): B1 entonces 1 es consecuencia légica de Al, Ceey Am
(Aumento de Premisas).
4. Si B1 es axioma légico entonces es consecuencia légica de Al, Cee Am

(Silogismo 2, 3).

5. Si Bl es axioma no logico (es una de las Ai) entonces es consecuencia
l6gicade A1, ..., Ap.

6. 31 es consecuencia légica de Al, Cey Ay, (Casos 1, 4, 5).
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Teorema de la Validez: Demostracion por Induccién

e Hipotesis:
B, ..., B, _1,férmulas anteriores a [3;, en la demostracién, son
consecuencias logicas de Al, Cee Am.

e Paso:

La formula Bn, T-ésima en la demostracion, es consecuencia logica de

Al, c e ey Am
1 B, sélo puede ser un axioma ldgico o no légico o el consecuente de una regla

de inferencia con antecedentes anteriores en la demostracion.

2 Si B, es axioma (l6gico o no légico) entonces es consecuencia logica de
Al, Ce Am (igual que el caso base).
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Teorema de la Validez: Demostracion por Inducciéon (Cont.)

e Paso (Cont.):

3 Si B, es consecuente de una regla con antecedentes | ' entonces es
consecuencia logica de I’ (Validez de las Reglas).

41" C{Bj,...,B;_1} (sonanteriores a By,) y por tanto:
para cada 3] € | se cumple que B; es consecuencia légica de
Al, Ceey Am (por la hipbtesis).

5 Sicada 3] € I es consecuencia légicade Aq, ..., Amy By es
consecuencia légica de | entonces Bn también es consecuencia logica de
Al ... A
(Transitividad de las Consecuencias Légicas).

6 Si Bn es consecuente de una regla entonces es consecuencia logica de

Ar,o A

7 Bn es consecuencia légica de Al, Cee Am (Casos 1, 2, 6).
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