Problema D: No taléis el bosque por culpa de los
arboles

(Traducido por Angel Herranz, aherranz@fi.upm.es)

Erase una vez, en un lejano pafs, un rey que posefa un bosque con arboles de incalculable valor.
Un dia, para poder hacer frente a las deudas del reino, el rey tomé la decisién de talar algunos de
sus arboles y venderlos. Para ello pidié consejo a los sabios, pues queria saber cudl era el maximo
numero de arboles que podia talar sin destruir el bosque.

Todos los arboles del rey estaban dentro de un recinto amurallado que lo protegia de ladrones
y vandalos. La tala de los arboles no iba a ser sencilla pues un drbol necesitaba suficiente espacio
para caer sin golpearse contra otros drboles ni contra la muralla. Antes de cortar un arbol, éste
se poda completamente de forma que los sabios podian asumir que una vez en el suelo y después
de ser talados, los arboles ocupaban una superficie rectangular como se muestra en la figura 1.
Uno de los lados del rectangulo es el diametro de la base del arbol mientras que el otro lado es la
altura del arbol.

Superficie ocupada por el
arbol después de ser cortado

|
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Figura 1: Talado de un arbol

Lamentablemente, muchos de los arboles del rey se encontraban cerca unos de otros (lo cual
es una de las caracteristicas de cualquier bosque) y los sabios tenian que encontrar el maximo



numero de arboles que se podian talar, uno tras otro, de forma que ningin arbol impactara contra
otros o contra la muralla al caer. En cuanto un arbol era talado, éste se cortaba en trozos y se
sacaba del bosque para que no interfiriera con la tala del siguiente arbol.

Descripcién de la entrada

La entrada consiste en varios casos de prueba, cada uno de ellos describe un bosque. La primera
linea de cada descripcidn contiene cinco enteros: zmin, ymin, rmax, ymax y n. Los primeros
cuatro numeros representan las coordenadas maximas y minimas de la muralla en las direcciones
z ey (xmin < zmazx, ymin < ymaz). La muralla es un rectangulo cuyos lados son paralelos a los
ejes de coordenadas. El tltimo numero n representa el nimero de arboles en el bosque.

Las siguientes n lineas describen las posiciones y dimensiones de cada uno de los n arboles.
Cada linea contiene cuatro numeros enteros z;, y;, d; y h;, que representan la posicién del centro
de la base del &rbol (z;, y;), el didmetro de la base d; y su altura h,;. No hay interseccién entre las
bases de los arboles y todos los arboles estan situados dentro del recinto amurallado.

La entrada termina con un caso de prueba en el que zmin = ymin = xrmax = ymazx =n = 0.
Este ultimo caso no ha de procesarse.

Descripcién de la salida

Por cada caso de prueba debera imprimirse primero su numero y luego el méximo ntimero de
arboles que pueden talarse, uno tras otro, de tal forma que en su caida no impacten contra otro
arbol ni contra la muralla. Es obligatorio seguir el formato del ejemplo imprimiendo una linea en
blanco tras cada caso de prueba.

Ejemplo de entrada

Salida para el ejemplo de entrada

Bosque 1
Se puede(n) cortar 2 arbol(es)




1. Talando arboles

En el problema D se planteaba la biisqueda del maximo nimero de arboles que podian ser
talados en un bosque asegurando que en sus caidas ninguno de ellos impactaba y, por tanto,
dafiaba a otros arboles o al muro que rodea el recinto rectangular que delimita el bosque.

El enunciado es ambiguo en el sentido que no establece hacia dénde cae un arbol cuando se
tala. La duda estd entre si cae aleatoriamente hacia cualquier direccién o si es posible elegir la di-
reccién hacia la que dicho arbol se derriba. En el segundo caso, tras la tala, el arbol pareceria elegir
caprichosamente hacia dénde desplomarse. Afortunadamente, esta ambigiiedad en el enunciado
se puede resolver analizando el tnico caso de prueba: si no se tuviese control sobre la direccién
de caida no podriamos arriesgarnos a talar ningtin arbol del ejemplo de entrada. Pero, puesto que
la salida para el ejemplo de entrada nos dice que si es posible talar dos arboles, hemos de asumir
que la direcciéon de la caida de un arbol esta bajo nuestro control. Esto hace que el problema sea
mas realista y a la vez mas complicado de resolver, como se verd en la seccién 3.

Queremos resaltar el hecho de que en este problema parte de la informacién para la correcta
interpretacion del enunciado estd en uno de los casos de prueba. Esto no es extrafio, pero si puede
llevar a error a quienes no presten atencion a los casos de prueba mds que a la hora de comprobar
que el programa resuelve correctamente un problema aparentemente comprendido. Por otro lado,
puede verse como una version debilitada de una clase de problemas que aparentemente no dan
informacién suficiente para solucionarlos, pero en los que suponer que existe una solucion es
suficiente para llegar a ella.

Volviendo a la tala, el problema no parece presentar excesiva dificultad si nos movemos en
un nivel de abstraccién suficiente. Asumiendo que bosque es una variable reescribible (como la
que hallariamos en cualquier lenguaje imperativo), un posible algoritmo que lo resuelve es el
siguiente:

1. bosque := “bosque inicial”

2. REPETIR bosque := “bosque después de eliminar drboles que puedan ser talados”

3. HASTA “bosque no ha cambiado”

Decidimos elegir aleatoriamente el drbol a talar; dicha eleccion esté justificada: talar un arbol
dado no va a hacer que otros candidatos anteriores dejen de serlo (aunque si puede hacer que
aparezcan mas candidatos). Es decir, mantiene cierta idea de monotonia sobre el conjunto de
arboles talables. Esta monotonia permite usar el algoritmo anterior que, inevitablemente, recuerda
la formulacién de un punto fijo.

A diferencia de la resolucién de otros problemas, en que se ofrecia el cédigo completo, en
este hemos decidido no profundizar en ciertos detalles (por ejemplo, funciones concretas de inter-
seccién) que son mds engorrosos que interesantes. Sin embargo si que ofreceremos informacion

suficiente como para llegar a programarlas. El lenguaje de implementacion elegido ha sido Has-
kell.

2. Primeros pasos en la implementacion

La implementacién se basa en un operador genérico de punto fijo (puntoFijo) que utiliza una
funciéon de talado (talar) para el paso 2 del algoritmo y un predicado sePuedeTalar, cuya im-
plementaciéon de momento vamos a ignorar puesto que sera analizada en las siguientes secciones.

La estructura de datos elegida para representar el bosque es un registro con campos! para
representar el tamafio de la muralla (xmax e ymax, donde se ha asumido una transformacion
para que los limites sur y oeste del muro sean los ejes de coordenadas.) y el conjunto de arboles
(arboles):

1En Haskell los campos de un registro se comportan como funciones sobre valores.



data Bosque = Bosque {
xmax :: Float,
ymax :: Float,
arboles :: [Arbol]

nArboles :: Bosque -> Int

-- "nArboles b" calcula el nimero de
-- arboles en el bosque "b"

nArboles = length . arboles

Se introducen, ademds, un par de definiciones de tipos para representar arboles y sus posicio-
nes:

-- Coordenadas para la posicién
type Posicion = (Float, Float)

-- Posicién, radio de la base y
—-- altura del &arbol
type Arbol = (Posicion, Float, Float)

La operacion talar se codifica de esta forma:

talar :: Bosque -> Bosque
-- "talar b" devuelve un nuevo bosque
-- después de eliminar del bosque "b"
-- arboles que se pueden talar
talar bosque =
bosque {
arboles =
filter ((not.sePuedeTalar) bosque)
(arboles bosque)

}

Para terminar esta seccion se ofrece la codificacion del operador de punto fijo y la solucién del
problema:

puntoFijo :: Eq a => (a -> a) > a -> a
-- precondicién: la funcién "f" tiene
-- que ser mondétona y

-- convergente en un

- nimero finito de pasos

puntoFijo f x = if x == x’
then x
else puntoFijo f x’
where x’ = f x
solucion :: Bosque -> Int

solucion bosque =
(nArboles bosque) -
(nArboles (puntoFijo talar bosque))

3. ¢Cudando se puede talar un arbol? Razonamiento geométrico

En esta seccidn se estudia el problema de cudndo un arbol puede ser talado. Las restricciones
que se describen en el enunciado establecen que para poder talar un arbol, éste no puede impactar



en su caida con otros o con el muro. Para poder razonar sobre dicha restriccién utilizaremos la
siguiente notacién: nos referiremos a los drboles con letras mayusculas A, B, C, etc., al punto
centro de la base de un arbol A con el punto c4, al radio de la base con r 4 y a la altura del arbol
con h4.

La idea en la que se apoyara todo el razonamiento y el algoritmo final para decidir si un
arbol puede o no ser talado es la siguiente: dado un 4rbol candidato a ser talado, tanto el muro
como el resto de los drboles imponen, cada uno de ellos, una restriccién en la direccién hacia la
que el arbol se puede tirar. Por tanto, determinar si un drbol puede o no ser talado pasa por ir
restringiendo el intervalo de direcciones posibles inicial [0,27) (0 indica direccién este) con las
limitaciones impuestas por cada objeto (muro y resto de arboles).

La idea es resolver el problema en varios pasos:

1. Eliminar del estudio de un arbol A aquellos arboles B que estén fuera del alcance de su
caida:

d r

J h

La unica dificultad para obtener las ecuaciones estriba en que el alcance de un 4rbol no lo
marca su altura, sino el segmento d que puede verse en el grafico anterior. Por tanto, si se

cumple la propiedad
da = 4/ h124 + T124

da+rp < |ca—cpl
entonces el arbol B no impone restricciones a la hora de talar el arbol A.

2. Analizar las restricciones sobre la direccién de caida impuestas por la existencia del muro:

Para comenzar eliminaremos el caso en el que el arbol no impactaria con el muro de ninguna
manera por estar demasiado lejos:

0 < ca,—da
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<

cay+da ymax

donde ¢4 = (cay,ca,) y mazx e ymaz son los limites este y norte, respectivamente, del
muro. Si se da este caso, entonces la presencia del muro no afiade restricciones a la direccién
de caida.

Si, por el contrario, el &rbol puede impactar contra el muro en su caida (tal como sucede en
la figura anterior) hemos de ser capaces de calcular dngulos como A en el tridngulo AX AY:
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lo cual es relativamente sencillo si averiguamos los puntos de corte P y @, calculamos el

dngulo A de APAQ y sumamos el angulito A de AXAP (arcsin 72).
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Y

Volvamos a los drboles que estdn tan cercanos al drbol a talar como para provocar que en
su caida haya un impacto. Distinguimos aqui dos subcasos. Si el drbol esta suficientemente
cerca, la restriccion en la direccidn de caida sale de un cdlculo de tangentes:

La condicién que se ha de cumplir para que nos encontremos en este caso es la siguiente:

ha>+/da— (ra+rp)?

La resolucidn del tridngulo AX AB es sencilla teniendo en cuenta que ha de ser rectdngulo
(por la tangente) y que tanto AB como BX (= r4 + rg) son conocidos.

En el segundo caso tendremos:



B

Para este caso se han de calcular los puntos de corte entre la circunferencia que es la base
del arbol B y la circunferencia con centro en c4 y radio d 4:

y posteriormente se calculan los dngulos de forma andloga al caso que hemos visto para el
muro.

Calcular la interseccion entre dos circunferencias (que sabemos que se cortan en dos puntos)
es mas pesado que dificil. Si los centros de las circunferencias son A = (z4,ya) y B =
(zp,yp) y llamamos a los radios r4 y rp, la ecuacién para un punto de corte C = (z¢,yc)

es
(xc —za)*+ (yo —ya)* = 13
(xc —xB)* + (yc —yp)* = 7%
es decir,
22, — 2xarc + 1% + v — 2yayc +y3
= ']“124
2 2 2 _ 2
Ty — 2xpre + 25 + Yo — 2yBYyc +yn
2
B

La historia contintia asi: restando ambas ecuaciones se eliminan los términos cuadraticos
en z¢ e yo obteniéndose una ecuacion lineal que nos permite poner yc en funcién de x¢.
Sustituyendo esta expresion en una de las ecuaciones de arriba se obtiene una ecuacién
cuadratica que se resuelve por el método tradicional, proporcionando dos soluciones reales
para z¢ que a su vez nos proporcionan los dos valores de y¢.

4. Detallando la implementacion

Como ya hemos comentado, el detalle de la soluciéon a este problema es mas tedioso que
ingenioso. Lo que si puede resultar interesante es desarrollar algunas de las abstracciones que
pueden ayudarnos a mantener ese tedio dentro de unos margenes razonables.

Una de esas abstracciones se refiere al manejo de intervalos — de angulos en este caso. Ya
hemos visto que la solucién se reduce a encontrar, en un bosque dado, un arbol que pueda ser
talado con garantias. Esto a su vez es equivalente a encontrar un dngulo en el que podemos dejar
caer el arbol sin impactar en otro arbol o en el muro del bosque.

Si definimos funciones capaces de calcular, dados un par de arboles, el sector de circunferencia
que representa los d&ngulos seguros para dejar caer el primero sin impactar en el segundo, podemos



tratar el conjunto de arboles viendo si la interseccion de dichos sectores de circunferencia es no
vacia.?

La interseccién de dos sectores de circunferencia resultara, en general, en una unién disjunta
de sectores, que representaremos mediante una lista de pares:

type Angulo = Float
type Sector = [(Angulo, Angulo)]

Aqui es esencial fijar los invariantes de la representacion para reducir casos y obtener la maxima
eficiencia al programar la operacién de interseccién. Supondremos que los dngulos estdn ordena-
dos crecientemente tanto dentro de cada par como en la lista, y que se mantienen siempre dentro
del rango [0, 2). Eso quiere decir, por ejemplo, que el sector circular [—n /4, 7/4] vendria repre-
sentado por la unién disjunta [0, 7/4] U [2m — 7/4, 27). El cédigo para el cdlculo de intersecciones
de intervalos podria quedar como sigue:

interseccion ::
Sector -> Sector -> Sector
interseccion [] _ = []
interseccion (a:as) [1 = []
interseccion ((al,a2):as) ((b1,b2):bs)
| a2 <= bl =
interseccion as ((b1,b2):bs)
| b2 <= al =
interseccion ((al,a2):as) bs
| a2 >= b2 =

(max al bl, b2):

(interseccion ((b2,a2):as) bs)
| a2 <= b2 =

(max al bl, a2):

(interseccion as ((a2,b2):bs))

Si pasamos a considerar los calculos geométricos de la seccidén anterior, casi todos tienen que ver
con obtener angulos a partir de puntos del plano y las distintas distancias entre ellos. Las siguientes
funciones seran basicas:

hipot :: Float -> Float -> Float

-- "hipot a b" calcula la hipotenusa de
-- un triangulo rectangulo de catetos
_— |la|l y llbll

hipot a b = sqrt (a**2 + b*x2)

dist :: Posicion -> Posicion -> Float
-- "dist pl p2" calcula la distancia
-- euclidea entre los puntos "pl" y
-- "p2" del plano
dist (px, py) (gx, qy) =

hipot (px - gx) (py - qy)

alcanzable :: Arbol -> Arbol -> Bool

-- "alcanzable a b" es cierto si y sélo
-- si "a" pudiera impactar en "b" al

-- ser talado

alcanzable (a_c, a_r, a_h)

2Existe una solucién dual en la que se calcula, para cada par de arboles, el sector de impacto y se trata de que la unién
de tales sectores sea distinta de [0, 27).



(b_c, b_r, b_h) =
(dist a_c b_c) <
(b_r + (hipot a_r a_h))

Para poder calcular el &ngulo que forma con la horizontal la linea que une dos puntos cualesquiera,
recurriremos a la funcién anguloPos que obtiene el &ngulo de un vector del plano:

anguloPos :: Posicion -> Angulo
-- precondicién: (x, y) =/= (0,0)
anguloPos (x, y)

| x =0&& y >0 = pi/2

| x =0&& y <0 = 3*pi/2

| x>0 && y >= 0 = atan (y/x)

| x <0 & y >0 =pi - atan (-y/x)

| x <0 & y < 0 = atan (y/x) + pi

| x>0 && y < 0 = 2%pi - atan (-y/x)

Nos queda tratar los diferentes casos de impacto entre drboles y de un arbol contra el muro. De lo
primero se encarga la funciéon sectorLibre:

sectorLibre :: Arbol -> Arbol -> Sector
-- "sectorLibre a b" devuelve el
-- intervalo de angulos en que podemos
-- talar "a" sin impactar en "b"

Recordemos que se podian dar tres casos: ausencia de impacto, impacto “tangencial” e impacto
[13 7
secante”:

sectorLibre (a_c, a_r, a_h)
(b_c, b_r, b_h)

| a_h <=
sqrt (((dist a_c b_c) - b_r)**2 -
a_r**2) =
[(0, 2*%pi)] --ausencia de impacto
| a_h >=

sqrt ((dist a_c b_c) -
(a_r + b_r)*x*2) =
--impacto tangencial
| otherwise =
--impacto secante

Para el caso del impacto secante nos podemos apoyar en una funcién para la resolucion de ecua-
ciones cuadraticas con dos soluciones reales, lo cual viene asegurado en este caso por la existencia
de dos puntos de corte entre las circunferencias secantes:

cuadratica ::
Float -> Float -> Float ->
(Float, Float)
—-- "cuadratica a b c" resuelve la
—-- ecuacién ax**2 + bx + ¢ = 0
cuadratica a b c =
((-b + 1r)/2*axc, (-b - r)/2*axc)
where r = sqrt (b*b - 4x*ax*c)

Completar el caso secante se deja como ejercicio, a nosotros nos ha quedado una expresién bas-
tante extensa pero quiza el lector pueda simplificarla.

Para el caso del impacto tangencial, el razonamiento geométrico nos conduce al siguiente
codigo:



sectorLibre (a_c, a_r, a_h)
(b_c, b_r, b_h)
| a_h >=
sqrt ((dist a_c b_c) -
(a_r + b_r)**2) =
if aa > a && aa + a <= 2 * pi
then [(0,aa - a),
(aa + a, 2 * pi)]
else if aa <= a
then [(aa + a,
2xpi + aa - a)l
else [(a - (2 * pi - aa),
aa - a)l
where
h = sqrt ((dist a_c b_c)**2
- (a_r + b_r)*x*2)
a = atan ((a_r + b_r) / h)
aa = anguloPos
(fst b_c - fst a_c,
snd b_c - snd a_c)

El tratamiento del posible impacto de los &rboles con los muros del bosque se realiza de manera
analoga. La funcién principal es noMuro:

noMuro ::
Float -> Float -> Float -> Float ->
Arbol -> Sector
—- "noMuro minX minY maxX maxY a"
-- devuelve el intervalo de angulos en
-- que podemos talar "a" sin impactar
-- en el muro cuyas coordenadas indican
-— "minX", "minY", "maxX" y "maxY"
noMuro minX minY maxX maxY (c, r, h) =
foldr interseccion
[(0,2%pi)]
[noMuroIzdo minX (c, r, h),
noMuroAbajo minY (c, r, h),
noMuroDcho maxX (c, r, h),
noMuroArriba maxY (c, r, h)]

A modo de ejemplo, la codificacién de noMuroIzdo seria:

noMurolIzdo :: Float -> Arbol -> Sector
noMuroIzdo minX (c,r,h) =
if ((fst c)-minX) >= d
then [(0,2#%pi)]
else [(0,pi-a-aa), (pi+a+taa,2*pi)]
where d = hipot r h
a = acos (((fst c)-minX)/d)
aa = asin (r/d)

Puede observarse en la codificacion de noMuro cémo la interseccion de un conjunto de rangos
se reduce a un foldr usando el intervalo total [0,27) como elemento neutro. Con todo esto, la
realizacién de sePuedeTalar resulta trivial.
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5. Para finalizar...

Resumiendo, se trata de un problema mds engorroso que complicado, pero lo mismo se puede
decir de una gran parte de los problemas practicos que tenemos que resolver dia a dia. En ese
sentido, tiene un “valor” afadido del que carecen la mayoria de los problemas tipicos de los
concursos de programacion. Es en estas situaciones donde la experiencia en el uso adecuado de
un lenguaje de programacién puede ser determinante.

Un comentario sobre una de las técnicas que hemos usado: operar con intervalos no es exclu-
sivo de problemas geométricos, y algoritmos similares aparecen frecuentemente en problemas de
planificacion — aqui los intervalos son temporales.

Citamos un par de posibilidades que quedan abiertas para su exploracion por los lectores. En
primer lugar, hemos realizado todos los célculos usando coordenadas cartesianas. El uso de una
representacién alternativa mediante nimeros complejos parece prometedora.

La otra cuestién es que nuestro planteamiento de la solucién como un algoritmo voraz no
presta atencion al orden en que seleccionar los arboles como candidatos para ser talados. Todo
parece indicar que, a medida que el numero de arboles crece, este indeterminismo podria conducir
a incrementar el orden de complejidad de la solucién. La existencia de heuristicas que permitan
mejorar ese comportamiento parece un problema no trivial.
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